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Intervalo de GConfianga para a Diferenca
de Valores Medios p,-p,



Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Conhecidas

Portanto, quando as |populagdes sdao Normais com variancias conhecidas} o I. C. para uy — g, com
100(1 — a)% de confianga é dado por:

—72)—21_% —+— (_1 Xz)+21_% —+n_2

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Desconhecidas e lguais

Portanto, quando as populacoes sao Normais com variancias desconhecidas, mas iguais) o I. C. para gty —
2 com 100(1 — a)% de confianga é dado por:

](71 e RTINS 1_£5*[.

2

Variancias corrigidas

S'2 =ﬁi[xt'—£]z
i=1



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Desconhecidas e Diferentes

Portanto, quando [as populacdes sao Normais com variancias desconhecidas , 0. C. para uyq

1z com 100(1 — a)% de confianga é dado por*
S172 82 2
‘_ +—
24Ny nz

Variancias corrigidas

— 312 2 _
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https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p;-pi, € n=30:
Variancias Conhecidas e Desconhecidas

e Parametro: u, — u,
(populagdes quaisquer independentes com variancias finitas)

V.F Variancias Conhecidas Variancias Desconhecidas

7(X1 Xz)_(ﬂl_ﬂz)a X X

7= ot ~ N, ou Z- — N(O,1)
o. o. Sl’ Sl’
T it ' 1,22
m n m n
1. C.
('fl _fz _Zafzo-*: 'fl _fz +Zfzf20-*) ou (fl _fz _Za.fZS*:fl _fz +Za!2S*):

r2 r2
com ctf= |—+—= s¥= 51 4 52 urteira et al (2015)
m n \'m n O

e z,,, a verificar ®(z,,)=1-a/2.



Variancia corrigida

IC para p;-py: Formulario ~ .

e POPULACOES NORMAIS

Média

Diferenca de médias

2 tn-1)

~ N(0,1) _
0'/\/_ S/\/_
(X, —X,) (x4 - (01) 7= (Xl_Xz)_(ﬂl_ﬂz)ir(V)
2 2
G' L 4 J—z Variancias Conhecidas Se + 52
n m n
o onde V ¢ o maior inteiro contido em r,
X, =X, —(u, —u,)

Variancias Desconhecidas e lguais 1 1
_+_

tes

Relacdo de varidncias

——~Fm—ln—l
SE o ( )

T = z_n ~t(m+n-2) L (2 1 (s2
\/(m—l)szﬂn—l)Siz —( ! ] + { 2 J
m=1 m n-1
m+n-2
o P (=187 (1) Variancias Desconhecidas e Diferen
Varidncia o2 - 2 z
S? o




IC para p,-p,: Formulario

¢ GRANDES AMOSTRAS
Caso geral

X—p X-p
. ~ N(0,1
Média oTin D S

(X - X) — (s — o) (X, = X5) — (1 — o) @
Diferenca de médias —= =2~ N(0,]) — ] ﬂz)"‘N(O’l)

— : o; 0, N e :
Variancias Conhecidas ; + P’y o + iy Variancias Desconhecidas

N




Intervalo de GConfianga para a Diferenca
de Valores Meédios p,-p,: Exercicios

n



Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

Havendo indicios de que o esquema de avaliag¢do e as classificagdes finais atribuidas diferem fortemente
entre duas escolas, decidiu-se comprovar estatisticamente esta hipdtese. Os desvios-padrdo sao conhecidos
sendo 2,1 valores na escola A e 1,8 valores na escola B. Assim, retirou-se uma amostra de testes de alunos
em cada uma das escolas que levaram aos seguintes resultados:

Escola n; X;
A 41 12,9
B 31 14,7

Recorrendo a um intervalo de confianga a 90%, diga se ha diferengas entre as classificagdes médias das
escolas A e B. Justifique.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p, (Variancias Conhecidas)

Sejam:
= X, av.a. que representa a classificacao final dos alunos na escola A,
= X, av.a.que representa a classificagao final dos alunos na escola B,
como; = 2,1 e 0, =1,8.

Como as amostras sdo grandes, o I. C. para y; — U, a 90% é dado por:

Substituindo pelos valores conhecidos, sendo zy o5 = 1,645, obtém-se

2,12 1,82

(12,9 — 14,7) + 1,645 +

=1-2,558; —1,043].

41 31

- ProbabilidadesEstatistica 19 (uevora.pt)

Com 90% de confianga, existe evidéncia de que as classificagdes médias sdo diferentes (0 ndo estd no
intervalo). Como ambos os limites do intervalo sdo negativos entdo significa que p; < u,, ou seja, a
classificacdo média é superior na escola B do que na escola A”.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio Suplementar que nao consta
do livro Murteira et al (2015)

Um determinado método de analise permite determinar o conteddo de enxofre no petrdleo bruto. Os
ensaios efetuados em 10 e 8 amostras aleatdrias de 1 kg de petrdleo bruto, provenientes de furos
pertencentes respetivamente aos campos A e B, revelaram os seguintes resultados (em gramas):

Campo A: 111 114 105 112 107 109 112 110 110 106
Campo B: 109 103 101 105 106 108 110 104

Construa um intervalo de confianga a 90% para a diferenga entre os valores esperados da quantidade de
enxofre por quilograma de petréleo proveniente de cada campo, considerando que populagdes sdo Normais,
com variancias desconhecidas mas iguais.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Iguais)

Sejam:
= X, av.a.que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A,
= X, av.a.que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo B,
comX; ~N(u; =?;0; =?)e X, ~N(uy =?; 0, =?), mas g, = 0.

n, = 10, x, =109,6 e s;=2875,
n, =8, X, = 105,75 e s, =3,105.

O I.C. para u; — U, a 90% é dado por:
](El —}_{2) — th,+n,-2; 0.955*;()_(1 - Ez) + tn,4n,-2; 0,955 |/

- 1S+, —1)S2 |1 1
comS‘:\j(nl )2+ (nz )2\/_+_

nq + n, — 2 nq nz-

v — ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
Variancias corrigidas

1 X -2
2 = — X;—-X
S n—lizzi[ ! ]



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Iguais)

Substituindo pelos valores conhecidos,

) \l(lO—1)2,8752+(8—1)3,1052J1 1
s =

10+8-2 10 g~ b413

e Como ty4.095 = 1,746, obtém-se

1(109,6 — 105,75) + 1,746 x 1,413; [ = |1,384; 6,316].
Com 90% de confianga, existe evidéncia de que o teor médio de enxofre nos campos A e B é diferente (0 ndo
estd no intervalo). Uma vez que ambos os limites sdo positivos, entdo significa que uy > u,, ou seja, o

conteudo médio de enxofre por quilograma de petréleo extraido do campo A é superior ao registado no
campo B'.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

Para um estudo sobre a caracterizagdo da altura da populacdo portuguesa, foi recolhida uma amostra de
1861 pessoas, com as seguintes caracteristicas:

Group Statistics
Sexo N Mean Std. Deviation
Altura Masculino 853 168,46 7,617
Feminino 1007 158,48 6,652

Supondo a normalidade das distribui¢des e assumindo que as variancias populacionais sao desconhecidas e
diferentes, verifique se se pode considerar que as alturas médias dos homens e das mulheres sdo iguais, com
95% de confianga.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Sejam:
= X, av.a.que representa a altura dos individuos do sexo masculino,
= X, av.a.que representa a altura dos individuos do sexo feminino,
comX; ~N(u; =?;0, =?) e X, ~N(u, = ?; 0, =?), mas o # 02.

n,; = 853, x, =16846 e s, =7617,
n, =1007, ¥, =15848 e s,=6652.

O 1. C. para u; — 4z a95% é dado por:

— Sz §2
(X1 = X2) + ty, 0975 |—+—

St 83
+_-
ny' n, Ny

@1 - Ez) - tv; 0975 |
n

—

g3

n-1i5

Variancias corrigidas comv = M
1S3, 1 (S’
. 1 ¢ =12 (_1) +_(_2)
82 = E[XT_X] nl_l n1 nz_l

uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Substituindo pelos valores conhecidos,
(7,6172 6,6522)2

_+ —
1007
_ 853 100 _| = [1705,6] = 1705,
1 (7,6172) n 1 (6,6522)
853—1\ 853 ) T 1007 =1\ 1007

€ oMo ty705: 0,075 = 1,96, obtém-se

7,6172 N 6,6522
853 1007

(168,46 — 158,48) + 1,96\’ =19,32; 10,64].

Com 90% de confianga, existe diferenca significativa entre as médias das alturas dos homens e das mulheres
(0 ndo esta contido do I. C. a 95%). Como ambos os limites do intervalo sdo positivos entdo significa que
Uy > Uy, OU Seja, a altura média dos homens é superior a altura média das mulheres.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

37. Para comparar dois métodos de ensino, dividiu-se aleatoriamente uma turma de 22
alunos em dois grupos iguais. Cada grupo foi ensinado com um método diferente
(método A e método B) e, no fim da formacdo, foram sujeitos & mesma prova de
avaliacdo. Os resultados da avaliagdo, numa escala de 0 a 100, foram os seguintes:

Método A: X, =74.8; s =81.5.
Meétodo B: Xz =72.1; s, =110.5.
Admita que as classificacdes obtidas em cada grupo tém distribuicdo normal.
a) Construa um intervalo de confianca a 95% para o quociente das variancias dos
dois grupos.
b) Tendo em conta g resultado da alinea anterior, construa um intervalo de con-
fianca a 99% para a diferenca de médias. Interprete o resultado obtido.

Nota: Vamos considerar que
as variancias sdo
desconhecidas e iguais.




Exercicio 37 h)
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Exercicio 37 h)

(F( B /tzo,d.wf < z2< In.o/o.oos') =099 &)

=) ’P’(—- 2.815< Xa =X = (Jan=pa) <&.a?‘f§J=a“?QE=)

=
L (ma-1) 51% +(ma-1) S
MNA mg

mat mg-2

) - &)

( ) S8+ 4.73:' <Y _ _‘I_+l (l‘h,\"'us;"f'(/hg"ﬂsf = 0.99
J— _1__+_1_ ma-T, 5; +(mg— '3 < _ - X +32'«[‘S‘ - —
£=] ?(YA-_XB_2<2HS My mﬂq Myt ma-—2 /bA' /‘B e A [y A &

. , —
I1.C <o, ( “he) s Xa-F L2} 11 ([ (mank +me—1a 2
1 fa= e " 8~ Tagaces My me Mpt mg—2

2 [10x815 +fox1fo.s _
= F18-12a1=2.995\ 71 20

= (- a.136 14.536)

Uma vez que "0" pertence ao IC, a informac3o presente na amostra n3o nos
leva a crer (com este nivel de confianca) que um dos métodos tenha
resultados superiores ao outro. Com base neste IC e a este nivel de confianca
ndo se rejeita a hipdtese de igualdade de médias.



46. Com o objectivo de comparar a autonomia (duragdo da carga da bateria, em horas)

de dois modelos de telemédveis, recolheu-se a seguinte informacao:

N.” de aparelhos Duracio da carga da bateria
Modelo Observados Média Desvio padrao corrigido
A 40 6.5 3.0
B 50 5.5 2.5

Com base num intervalo de confianca a 95% poder-se-d afirmar que ndo existem
diferencas significativas entre os modelos testados, no que respeita a duracao média
da carga da bateria.




Exercicio 46

XA- =
Xa = z 7 7z o) (,gm /&Q‘LMJ.
— I
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Exercicio 46

P(—%aozr <2< ,go-aar) = 095 =

= P - Aooac € -’\7"‘?3-(/&'4 ‘/LB) <'ﬁu~oﬂ-5') =
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Exercicio 46

I:’. '1
;\7—;/—- + Sﬁ .5519.
A e 'gom Ma g
ra Iﬂ'
—_ + =
AT ER D B |24 + L8 =
m A4 Mg

a o
e _Sc = 4.9 3 + 2.5 =
Yo Eo

( ~ 01596 2.1596)




49. Com o objectivo de avaliar o efeito da dimensdo da turma sobre o aproveitamento
dos alunos recolheu-se a seguinte informagdo (amostras casuais de alunos da mesma

disciplina):
Classificaciio (0-20) <8 [8,10) [10,12) [12,14) =14 Total
Turmas grandes 12 42 30 11 5 100
Turmas pequenas 4 30 40 21 5 100

a) Construa um intervalo de confianca a 90% para a nota média dos alunos de tur-
mas pequenas.

b) Construa um intervalo de confianca a 90% para a diferenca na classificacdo mé-
dia das duas populacdes e comente o resultado obtido.

¢) Com base num intervalo de confianca a 90%, diga se pode afirmar que a propor
¢ao de alunos com nota positiva € maior nas turmas pequenas.




Exercicio 49 a)

oo wadie | 4 Q 11 12 13
Classificagao (0-20) | <8 [8,10) [10,12) [12,14) >14 Total

s grandes .‘,.;12__ R 30 11 5 100 = Mg
len R 21 5 100 = mp

Xeo = Neta ci i aluwme (cbe fuwma  fugutra )

= v w o v (w =« owole )
6 P

@) FToo=Uxt)«@x30)+{1r90)+(3 ¥2a1) +(1Fx5) = 10.8Y4
100
100 2
22 - {,lzpf C 2 o () (9x30) « (11w 0)+ (13521 )+ (13 °%E) = fo0.94°
100 100

a
123.28 - 10.94 = S #3499

2
Ay = N A': Ao = \, \]400 \[5_?-;%% 2~ 2.1151




Exercicio 49 a)

Pcn{dm&cw«&l&gig,(méb@)' XPU/LP ~ N (0,1) 2 = 1445
I 0.05
Sp/“mP
)

_ =, 24151 _
TCaqpy (fp) = Xpt B,0s L = 0.31 1605 xm

= (10443 1. 23%)



Exercicio 49 h)

b)) D folucdosiss desconducicos (difumea do malios)
Xe-Xp - Chg - Me) & NCot

] , 2
S ., &
Mg mp

z, - Yx12) «(@Qxqy2)+(11x30) +U3 x40+ (17 #5) - 9.3
4100

d s
= (H 2x42)+(9if‘fl)+(ﬂ lx30)+ﬁ?>lx44) +17 x5 - Q.8Y
400
L
= 105.28-9.8¢1 = 8.4s544

2 a 400, gy5qy * 2.922
»e = n@f‘ibéz%xgtfgqq /)’G:\{:Tq ¥

h




Exercicio 49 h)

d a
-7 _7 LN
Tlagy [ fig = Jip) = Ié”xpi%oo;\[mi e

2.942%  241351% =
= 9.84-10.81 1445 \[Fo0 *Zoo

=(~1.6236;, -0.376Y4)
- e = 0 ¢ 1Cq,, (pe-pp)

Logo, com base neste IC, ndo decidimos favoravelmente a igualdade de classificacdes
médias em turmas de tamanhos diferentes.

Como todos o valores de ;- K pertencentes ao IC sao negativos conclui-se que a
classificagdo média deve ser superior nas turmas pequenas pp > g -



Intervalo de Confianga para a Variincia o?

32



Intervalo de Confianga para o¢?

Intervalo a (1 — o) x 100% de confianca para o2 numa populacio

r

normal 1 82 (1) s?
}f”; L b

X X a 1 2 2
S =ﬁi§1(xf-xl

o
n—1; I—i n—l,?



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianga para o¢?

Para obter o Intervalo de Confianca para o2

Variavel usada Condicdes Distribuicao
(n—1) S~ X N 2
T o2 i ~ N(p, o) X(n—1)
S,Zzw i=1,2,---.n

Definicdo da distribuicdo x?

Se Zy,2,,--- ,Z;,sao v’s a’s N(0, 1) independentes

s

ava. X=Z¢+---+Zgétalque X ~x,
h Tem-se E[X] =N, V&!’[X] =2n modulol_aula5.pdf
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IC para o2: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Diferenca de médias

f1 _/?2 (4 — 1)

1 1

m n

L ~ N(0,1 —H -1
Média 0_/\/— .1 S/J_ n=1)
(X|_Xz)_(1ul_#2)mN(0’1) Z:(X1_X2)_(aull_luz)ir(v)
o ol s, S0
m n m n

onde V ¢ o maior inteiro contido em r,

Variancia corrigida

I= ~t(m+n-2)
\{(m—])S,’Z +(n—1)82?
m+n-2
ns® _(n-1S?
Variancia e = > ~7'(n-1) «———
S o;
Relacdo de variancias S—.g —2”F(m—1 n—1)
2

8'2 =

n

-3 (Xi-X)°

n-1=5




Intervalo de Confianga para a Variancia
oZ: Exercicios

36



Exercicio Suplementar que n&o consta

do livro Murteira et al (2015)

7.2 Admita que a densidade de construgdo, X, num projecto de urbanizacao tem distri-
buigao normal. Uma amostra aleatéria de 50 lotes desse projecto conduziu a

—_—

e
50 50

Y xi=2272; ) x;=2242.6

-Assuminde-que-o-desvio-padrdodeX-éiguala4, construa um intervalo de confianga a

95% para a densidade média de constru¢ao. Que dimensao deveria ter a amostra para
que a amplitude desse intervalo fosse reduzida a metade?

- |
eveic 32 Adde—do g <o pPreTo—ce ComSTnuia o
u._.'ig/\u.oeo cle c_.:_a_,f'o-‘-—(: A ‘ﬁtbw/o /G‘?.




Exercicio 7.2: IC para o2

Yasse D . \(NQ/\/‘(/%{ G'?') /LeJr ¢ ‘=72

Slides Professora Claudia Nunes



Calculo dos Quantis da Distribui¢ao Qui- Quadrado
de Probabilidade 1-a/2 e «/2 com n-1g.l."s

Nivel de confianca (1-a=0,90)

Nivel de significancia (a=0,10)

Areatotal éigualal

O nivel de confianga é 1-a. = 0,90 & o = 0,10,
entao tem-se 1-a/2 = 0,95 e a/2 = 0,05

Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuigcao
Qui-Quadrado de probabilidade 0,05
%%0,05.49 = % 0,05.40 = 34,764 (ver tabela a seguir)

Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuigcao X20’05;4g = 0,95:49 — ,005
Qui-Quadrado de probabilidade 0,95

%%0.05.49 = X20,05.49= 67,505 (ver tabela a seguir)




Calculo dos Quantis da Distribui¢ao Qui-Quadrado

le Probabilidade 1-a/2 e «/2 com n-1g.l."s
Tabela do Qui-Quadrado g e %%0.05:49 = X2 0.95.49 = 34,764

¢ | 95 90 975 95 900 750 500 250 100 050 025 010 005 00l 2 — 2% - 67 505
n %70,95:49 = X" 0,05;49 ,
1 000 000 001 004 016 102 455 1323 2706 3841 5024 6635 7879 10827
2 010 020 051 103 211 575 138 2773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 15 216 352 S84 1213 2366 4108 6251 7815 9348 11345 12838 16266 z A ..
4 207 297 484 711 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11143 13277 14860 18466 E a varidncia amostral COfTIgIda.
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30. Com base numa amostra casual com 16 observacoes, retirada de uma populacdo

normal, construiu-se, segundo o processo habitual, o seguinte intervalo de confianca

para o valor esperado: (7.398, 12.602).

a) Sabendo que, com a informacdo da amostra, se obteve s =3.872, qual o grau de
confianga que pode atribuir ao intervalo atrds referido?

b) Com base na mesma amostra, construa um intervalo de confianca a 95% para a
variancia da populacao.

¢) Suponha que a verdadeira varidncia € 36. Se pretender construir um intervalo de
confianca a 95% para a média, de modo que a respectiva amplitude ndo exceda

6.5, qual € a dimensdo minima da amostra a recolher?




31. Considere uma populacdo com distribui¢io normal de parametros desconhecidos.
Dessa populacao foi retirada uma amostra casual de dimensao 25. Suponha que a

amostra forneceu os seguintes resultados:

® x.=T75¢ Z?:le=32l.

i=1
a) Construa um intervalo de confianga a 95% para a média.
b) Construa um intervalo de confianga a 95% para o desvio padrio.




Obrigada!
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